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Problema di controllo

Processo controllato
Pendolo incernierato ad un
carrello mobile.
Gradi di libertà:

angolo di elevazione
pendolo (ϑ)
posizione carrello (r)

Obiettivo del controllo
Mantenere nel tempo il
pendolo in posizione verticale
agendo sul carrello

AMPu

asse verticale

asse orizzontale

carrello

puleggia

cinghie

asta

disco

amplificatore motore

rotaia

cerniera

puleggia

segnale di
controllo
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Equazioni di moto

asse verticale

asse orizzontale

α

ϑ− α

ϑ

α

l

ur

un

rB

O

asse delle rotaie

B

ArA = rur

asse normale alle rotaie

ur

un

O

Mc

Jp ,mp

F

FPc

FAc

FPp

τAp

τ

Dinamica descritta da una coppia di equazioni
non lineari ⇒ ipotesi semplificative

1 Stato del processo nell’intorno dell’equilibrio
instabile

2 α ≈ 0
Dinamica diretta “linearizzata”:

(Mc + mp)r̈ −mp lϑ̈+ (Mc + mp)gα+ bṙ + Fssign(ṙ) = au

(Jp + mp l2)ϑ̈−mp l r̈ −mpglϑ+ cϑ̇ = τ
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Modello matematico

Rappresentazione di stato

x :=
[
r ϑ ṙ ϑ̇

]T

y :=
[
r ϑ− α ṙ

]T ⇒
ẋ = Ax + Buu + Bαα+ Bτ τ + BFs Fssign(eT

3 x)
y = Cx + Dαα

Discretizzazione ZOH xk := x(t = kT )

xk+1 = Φxk + Γuuk + Γααk + Γτ τk + Nk (eT
3 xk ; T )

yk = Cxk + Dααk

ipotesi: u, α e τ costanti per tutta la durata durante gli
intervalli di campionamento

filtro PB processo filtri AA

D/A regolatore

parte analogica

parte digitale

A/D

Anello di retroazione “ibrido”

Φ = exp(AT ) Γi =
∫ T

0
exp(Aσ)Bi dσ per i = u, α, τ

N(eT
3 xk ; T ) =

∫ T

0
exp[A(T − σ)]BFs Fssign[eT

3 x(σ + kT )] dσ
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Regolazione “statica”
Processo aumentato

processo ridotto

modello interno

xk+1 = Φxk + Γuuk + Γααk + Γτ τk

yk = Cxk + Dααk

wk+1 := wk + (eT
1 xk − rsp)

modello completamente lineare
(trascurato il disturbo non lineare)

xa :=
[

x
w

]
⇒

xa
k+1 = Φaxa

k + Γa
uuk + Γa

r rsp + Γa
ααk + Γa

τ τk

yk = Caxa
k + Dααk

(Φa, Γa
u) raggiungibile
⇒ LQR

controllo intrinsecamente
robusto

Problema LQ

controllo ottimo LQ: argmin
u

∞∑
k=0

xaT
k Q xa

k + Ru2
k

ipotesi:
Q 6= 05×5,≥ 0
R > 0
(Φa,
√

Q) osservabile

⇒ uk =
[
Fx Fw

]
xa

k

Soluzione sottoforma di retroazione
statica dello stato del processo
aumentato

dove
{

P ≥ 0 : P = ΦaTPΦa − ΦaTPΓa
u(R + ΓaT

u PΓa
u)−1ΓaT

u PΦa + Q (ARE)[
Fx Fw

]
= −(R + ΓaT

u PΓa
u)−1ΓaT

u PΦa (Guadagno ottimo)
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Schema di controllo LQ

Γu (zI4 − Φ)−1 C

DαΓαΓτ

ατ

u x y

1
z−1

eT
1

rsp
w

modello interno

Fx

Fw

regolatore LQ

Schema di controllo a regolazione “statica”
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Regolazione dinamica

xa
4 = ϑ̇ non disponibile
schema LQ non realizzabile

(Φa, C a) osservabile
⇒ inserimento nell’anello di
un osservatore del I ordine

Obiettivi del progetto dell’osservatore
Stabilità interna dell’anello chiuso
Asintoticità: limk→∞ ‖x − x̂‖1 = 0
Robustezza: pieno recupero dei margini di stabilità LQ (Full LTR)

Struttura dell’osservatore robusto

vk+1 = Evk + Huk + Myk

x̂k = L1yk + L2vk
dove

equazioni di stato di un
generico osservatore

1 T Φ− ET −MC = 01×4
2 H = T Γu

3
[
L1 L2

]
=
[

C
T

]−1
4 T : ∃

[
C
T

]−1
principio di separazione
|E | < 1⇒ stabilità, asintoticità

assenza zeri invarianti
H = 0⇒ robustezza
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Schema di controllo LQO

(zI1 − E)−1

x̂

H M

L2

L1

Γu (zI4 − Φ)−1 C

DαΓαΓτ

ατ

u x

y

1
z−1 eT

1

rsp

w

modello interno

Fx

Fw

regolatore LQ

osservatore robusto

v

Schema di controllo a regolazione dinamica
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Progetto dell’osservatore robusto

Problema di progetto

T Φ− ET −MC = 01×4
H = T Γu[
L1 L2

]
=
[

C
T

]−1
T : rank

[
C
T

]
= 4

Algoritmo risolutivo
Passo 1 Fissare |E | < 1,H = 0
Passo 2 Determinare T ,M (1a-2a eq.)
Passo 3 Determinare L1, L2 (3a eq.)

Dettaglio passo 2

5 equazioni in 7 incognite

[ΦT − EI4 −CT

ΓT
u 01×3

] [
TT

MT

]
=
[01×3

H

]
⇒ aggiunta di una coppia di vincoli:

invertibilità [CT TT]T (4a eq.)
indipendenza SdC da xa

1 = r

7 equazioni in 7 incognite

 ΦT − EI4 −CT

ΓT
u 01×3

eT4
eT5

 TT

MT

 =

 01×3
H
1
0


sistema con una ed una sola soluzione

Matteo Tesori Controllo LQ robusto di un pendolo inverso Firenze 20 aprile 2017 9 / 16



Sistema di controllo definitivo LQOF

Compensatore non lineare
ipotesi: ṙ costante per tutta la
durata durante gli intervalli di
campionamento

⇒ uk = Fs

a
sign(ṙk )

reiezione totale del disturbo non
lineare

• ipotesi non realistica
• Fs non noto
• presenza filtri

⇒ uk = Ψsign(eT3 voutk )
reiezione parziale del disturbo non

lineare

Γu Λ(z) C

DαΓαΓτ

ατ

u

x

y

GAA(z)GPB(z)

Kdin(z)

vin

vout

Ψsign(·) eT
3

eT
3Nz (·; T )

compensatore non lineare

rsp

Schema di controllo definitivo

Λ(z) := (zI4 − Φ)−1 Nz := Z[Nk ]
filtri AA GAA := (zI3 + aoutI3)−1aout filtro PB GPB := (zI1 + ainI1)−1ain

regolatore LQO Kdin := Fx [L1 + L2(zI1 − E)−1M] + Fw eT
1 (z − 1)−1
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Scelta dei parametri

Gradi di libertà del progetto

T := 5 ms ωT ≥ 2ωb

Q := diag(10 2000 2 2.5 0.001) compromesso tra prontezza e
R := 0.1 stabilità/consumi di potenza

E = 0.9 rad/s compromesso tra prontezza e
sensitività ai disturbi

Ψ := 0.5 V ≈ Fs/a ipotizzando Fs = 5 N

Pulsazioni di taglio filtri

ain := 259.4707 rad/s
aout := 227.2727 rad/s

scelta effettuata in modo da avere
un’accettabile degradazione dei
margini stabilità caratterizzanti il
controllo LQ

senza filtri con filtri
(LQ/LQO) (LQOF)

margine di 68° 45°fase

margini di 0.2481 0.3977
guadagno 8.9231 4.5288
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Reiezione dei disturbi: inclinazione rotaie
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Posizione del carrello: α = 0.25 rad
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legenda: st, din, fil ⇔ LQ, LQO, LQOF

Netto effetto negativo da parte dell’osservatore

Effetto dei filtri trascurabile rispetto all’effetto dell’osservatore
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Reiezione dei disturbi: disturbo di coppia
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Posizione del carrello: τ = 1 Nm
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Angolo del pendolo: τ = 1 Nm
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legenda: st, din, fil ⇔ LQ, LQO, LQOF

Risposte praticamente indistinguibili
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Swing up
Controllo dell’errore di energia Ẽ := E − Einstab (ipotesi: α ≈ 0)

E = 1
2 (Jp + mp l2)ϑ̇2 + mpgl cosϑ, energia meccanica del pendolo priva del termine cinetico

traslazionale, trascurato a favore del termine cinetico rotazionale
Einstab = mp lg , energia meccanica del pendolo all’equilibrio instabile

u : ˙̃E = −γ|ϑ̇ cosϑ|satβg (kẼ) ⇒ lim
t→∞

Ẽ = 0 per k, β > 0 (γ costante positiva)

Controllo di tipo bang-bang per grandi errori di energia (fase inziale dello swing up)
Controllo di tipo proporzionale per piccoli errori di energia (intorno equilibrio instabile)

Osservatore non lineare

Velocità angolare del pendolo ricostruita tramite un filtro derivativo analogico

Gder(s) = kτ
1

1 + kτ/s
con kτ →∞

Limitatore

Lunghezza rotaie finita ⇒ penalizzazione posizioni prossime ai fine corsa

limitatore : klimsign(r) log(1− |r |/R) R = 0.75 m (semilunghezza rotaie)
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Simulazione
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inseguimento 

parabola

ritorno posizione

iniziale

errore di inseguimento a regime
nullo al gradino
limitato alla rampa
illimitato alla parabola

α = 0.075 sin(2t)[1(t−20)−1(t−20+10π)] rad

τ = [1(t−65)−1(t−65.5)] Nm ≈ δ(t−65) Nm
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